3 Regression

Oft interessiert uns der Zusammenhang zwischen zwei Merkmalen X und Y einer Einheit,
etwa, wie Gewicht und Grofle von Menschen voneinander abhéngen. Einfach zu sagen, je
grofler, desto schwerer geniigt wohl nicht, obwohl dies eine Hypothese sein konnte. Der
einfachste Zusammenhang, den wir kennen, ist der lineare, d. h., eine Grofle wéchst oder
fallt linear mit der anderen, etwa

Y =a+0X.

Als lineare Regressionsaufgabe, d. h., Regression von Y auf X, ergibt sich nun:

(X,Y) ~ gemeinsame Verteilung
Finde Konstanten a und b so, dass E(Y — (a + bX))? minimal ist.

Wir sprechen von Einfachregression, im Unterschied zur multiplen oder Mehrfachregres-
sion, bei der die Beziehung zwischen drei oder mehr Variablen erkldrt werden soll.

BEMERKUNG 3.1
Die Losung der Regression erhalten wir durch folgende Optimierungsaufgabe

LBY — (a+bX))? =

2E(Y — (a+bX)) =0
BE(Y)—a—bE(X) =0

-
& a+bE(X)=E(Y) (I)
GE(Y — (a+bX)) =
— B(X(Y - (a+bX)) =0
& B(X-Y)—aB(X)—-bE(X?) =0
& aB(X)+bE(X?) = BE(XY) (I1)
aB(X) + bE(X)]* = E(X) - B(Y) (I)- B(X)
E(X?) — [E(X)]] = BE(XY) - E(X)-E(Y) (II)-()
.. Cov(X,Y
Losung;: b= W
0= E(Y) - %E(){)

Die Gleichungen (/) und (I7) heiflen auch Normalengleichungen.

BEMERKUNG 3.2 (MSE)

Wir sprechen auch davon, dass die Summe der Abweichungsquadrate minimiert wird,
d. h., der sogenannte MSE (mean square error) wird minimiert. Daher sprechen wir auch
von der sogenannten Least squares-Approximation.

DEFINITION 3.1 (REGRESSION)
Sind X und Y identisch verteilt, so ist die Regressionsgerade

?:a+bX



gegeben durch den Regressionskoeffizienten b = by.x (regression coefficient) und den
Interzept a = ay,x (intercept). X heifit auch unabhéngige Variable, Regressor oder er-
klarende Variable, Y abhéngige Variable, Regressand oder zu erklérende Variable.

Cov(X,Y)
Var(X)

_ Cov(X,Y)

a=avx = BY) = =750

b=by.y = E(X).

Die Y heiBen Vorhersagen (predicted values).
Die Fehler ¢; = Y, — Y; heiflen Residuen (es gilt: >°° ;e; =0).

Fiir eine Implementation ist die Vektorschreibweise sinnvoll:

r=(r1, ., x)y=wW,...,y)undz=2—7-(1,..., ), g=y—7-(1,...,1)

~t. ~ _ .
ﬁj”%ﬂ aY;X:y_bx'

= by;X =

BEISPIEL 3.1 (GROSSE UND GEWICHT)

GroBle X 171 168 182 176 163 X =172

Gewicht Y | 72 60 87 8 73| Y =75
X=X-X|-1 -4 10 4 -9 Var(X) = 53.5
Y

Y=Y-Y | -3 -15 12 8 -2 Var(Y) = 111.5
Cov(X,Y) = %L (=1)(=3) + (=4)(=15) 4 (10)(12) + (4)(8) + (—9)(—2))

_ 1 _

= 1-233=15825
Corr(X,Y) = ooy =0.75419
Py = Corr(X,Y)? = 0.5688

58.25
byix = o = 10888 und ay;x = 75— 1.0888 - 172 = —112.2710

Y = —112+1.088 X
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Abb. 1: Regressionsgerade, Erkldarung siehe Text

Wenn wir nun die Regressionsgerade betrachten, fallt uns auf, dass
0=—-112+ 1.088X,

d. h., bei einer Grofle von 102.94 cm wiirden 0 kg als Gewicht vorausgesagt!

Wir sehen also, dass dies nicht stimmen kann. Einerseits liegen fiir die lineare Regression
in diesem Bereich keine Daten vor, d. h., wir haben extrapoliert, etwas das bei der Re-
gression meistens nicht funktioniert, andererseits muss der Trend der Daten nicht linear
sein. Im Abschnitt 3.1 werden wir darauf néher eingehen, indem wir Vertrauensbereiche
fiir die Schétzungen berechnen und kurz die Residualanalyse betrachten. L]

BEISPIEL 3.2 (BREAKDOWN)
Betrachten wir den einfachen Datensatz

X||11213|4]5
Y

so ist der lineare Zusammenhang Y =0+ 1- X offensichtlich.
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Abb. 2: Breakdown bei Regression

Verdndern wir jedoch nur einen Wert,

X112 13|14]5
Y

so erhalten wir die vollig andere Regressionsgerade Y =32+0.2-X. Wir sprechen von
einem sogenannten Regression Breakdown, oder davon, dass die lineare Regression einen
Breakdown Wert von % hat, oder, mit n — oo, einen Breakdown Wert von 0% hat. Es
geniigt also ein einziger falscher Wert, um die Regression zusammenbrechen zu lassen.

Wir betrachteten bisher die Regression von Y auf X. Wir kénnen natiirlich auch die
Rollen von erkldrender Variable z und zu erkldrender Variable y vertauschen, und die
Regression von X auf Y betrachten.

BEISPIEL 3.3 (GROSSE UND GEWICHT)

Vertauschen wir nun die Regressionsvariablen, belassen aber die Bezeichnungen, so er-
halten wir:

bxy = élg—g = 0.5224 und ax,y = 172 — 0.5224 - 75 = 132.8184 und damit

~

> X —132.8184 s
X =132.818440.5224-Y oder Y = % = 1.9142X — 254.2466.

Beide Regressionsgeraden gehen durch den Schwerpunkt (X,Y).
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Abb. 3: Regression von Y auf X (diinn) und umgekehrt (dick).

Diese Gerade passt anscheinend besser zu den Werten. ]

Aus by.x -bxy = C%\;(r‘zg’(})/) : C%(r)((}}})/) = [Corr(X,Y")]? folgt, dass die Korrelation das

geometrische Mittel aus den beiden Regressionskoeffizienten ist, d. h.,

COI‘I'(X, Y) = 1/ by;Xbx;y .
Weiters ist
Var(X)
vVarY

d. h., aus der Korrelation kann der Steigungsparameter by.x der Regression geschétzt
werden.

by x = Corr(X,Y) -

Die Korrelation Corr(X,Y’) wird im Zusammenhang mit der Regression oft auch Korre-
lationskoeffizient genannt und mit p oder pxy bezeichnet.

2 Z(Yi_ﬁy 5%
Bxy =p*=Cor*(X,)Y)=—%— " = g
Y

dSWi-1)? s

ist dann das Bestimmtheitsmafl (coefficient of determination), das 0 ist, falls kein Zu-
sammenhang zwischen den Variablen besteht, und 1, falls ein linearer Zusammenhang
besteht. p> = 0 bedeutet, dass die Regressionsgeraden fiir 7 und 7 achsenparallel sind
und normal aufeinander stehen, p? = 1, dass diese {ibereinstimmen, und 0 < p? < 1, dass
diese eine Schere bilden (siche Beispiel 3.3). p = Corr ist der Cosinus des Winkels «, den
die beiden Geraden zueinander haben.

Interpretation:
S R R (T
12— N N _ Var(Y) — 0327
P 1 . Var(Y)
S =Y
i3



gibt den Anteil der Varianz von Y an, der durch die Regressionsbeziehung nicht erklért
wird.

BEMERKUNG 3.3

Um die Nachteile der linearen Regression beziiglich des MSE zu umgehen, gibt es verschie-
dene andere Regressionsverfahren, die auf einer geraden (symmetrischen) Funktion r(z)
basieren und ), 7(e;) minimieren. Es seien nur RM-Schétzer (repeated median), LMS-
Schétzer (least median of squares) oder LTS-Schétzer (least trimmed squares) genannt,
die alle einen Breakdown Wert von 50 % haben, d. h., selbst dann noch funktionieren,
wenn fast die Hélfte der Datensétze falsch ist.

BEMERKUNG 3.4

Viele Groflen haben keinen linearen Zusammenhang, etwa Geschwindigkeit und Bremsweg
(quadratischer Z.). Hier helfen wir uns, indem wir zuerst die Variablen so transformie-
ren, dass ein linearer Zusammenhang moglich ist (etwa logarithmieren der Daten bei
exponentiellen Wachstumsprozessen), dann eine lineare Regression durchfithren, und das
Ergebnis riicktransformieren.

Folgende Tabelle enthélt einige Transformationen, die notwendig sind, um y = a + bx
iiber die entsprechend transformierten Variablen ' und z’ und die zu diesen gehorigen

Regressionskoeffizienten o’ und b aus y' = a' + 0’2’ zu berechnen (Quellen: Hartung,
Statistik).
Zusammenhang || Transformation || Riicktransformation
y/ = g'/‘/ = a/ = b/ =
y = Q —|— % ’y % a b
_ _a 1 b 1
¥y=13 _{1_ 7 ?1/ € a a
y=7 1 Iz g x a b
Y= a+br Y v “ b
y = ab”® logy x log a log b
y = ax’ logy logz | loga b
y = ae? log y x log a b
y = aef/x lo% Y % log a b
y=- The? Y exp x a b
y=a-+ bx" Y x" a b




3.1 Test der Regressionsparameter

Nach einer kurzen Wiederholung der Einfachregression und einer leichten Erweiterung
der Notation dieses Schétzers werden wir die geschétzten Parameter testen und Konfi-
denzintervalle fiir diese angeben und berechnen.

Wir haben Werte Y3,...,Y, ~ N(a + bX;,0?) i.id., d. h.,
Y =a+bX.

Wir kennen bereits die folgenden Schatzwerte fiir die unbekannten Parameter Regressi-
onskoeffizient b und Interzept a

Cov(X,Y)

a= =Y —byx- X =EY) -
@ = drx VX () Var(X)

- E(X)

AuBerdem kennen wir den Korrelationskoeffizienten p = px y bzw. das Bestimmtheitsmaf}
p?* (siehe Seite 5).
Cov(Y, X)

v/ Var(Y) /Var(X

p = Corr(X,Y) =

Als Schéatzer erhalten wir

3.1.1 Die Regressionsparameter

Es wird angenommen, dass die Residuen e; unabhéngig nach N (0, 0?) verteilt sind. Dann
sind auch @ ~ N(a,2) und b ~ N (b, o?) normalverteilt.

Der Schatzer fiir die Varianz der Residuen ist

—a—bX

s
—
II



BEMERKUNG 3.5
Aus s? kénnen wieder die Parameter @ und b berechnet werden.

2 Py —
O — 2T X(Yi—a—bX)=0=a=Y —IX

2 N X, - X\ (Y, -Y
%:—QZ(E—a—in):Oﬁb:Z( ) )

Y (X - X)?

Ein Konfidenzintervall fiir o2 ergibt sich zu

T [(n— 2)s? ' (n—2)s§] .

2 » T 2
Xn—2,1-a/2 Xn—2,a/2

Die Varianz der Residuen hingt wiederum mit dem Bestimmtheitsmafl zusammen.

THEOREM 3.1

Es gilt:
2:/\2: 2 }/;_Y2
$=t = )
BEWEIS. . .
62 = ﬁ;(Y@—Yz)?:ﬁ;(Yl—a—b}Q)?
= LYV, -Y-bX;,— X)]?

@
I
—

(Vi = V)2 = 255 32V = V)(X; = X) + 2150° 3 (X, — X)?

I

!

| =
[N}
90

n—2 n—2
=1 i=1 =1
X i(Y 7 X G-DEDR [ 6-DX-T)
— —_— P — — nT 1= — — + nT i= - —
"ra e TS
= LY -Y)[1 -7

s
Il
—

O

Wir wollen nun testen, ob iiberhaupt ein Zusammenhang zwischen den Zufallsvariablen
X, und Y; besteht, oder ob diese unabhéngig sind. Dazu testen wir, ob der Regressions-

koeffizient b signifikant von 0 verschieden ist oder nicht.
Hy:b=0 Hy:b#0
Dab—p- v/ Var(x)

P Nar() ist, konnen wir fiir dieses Problem denselben Test wie fiir das Priifen

auf Unabhéngigkeit verwenden (F-Test).




F-Test auf Unabhingigkeit (verb. Stichproben)

Seien (X1,Y7)...(X,,Y,) Paare von Beobachtungen, wobei die X; ~ N(ux,c%) und die
Y; ~ N(uy,0%) jeweils i.i.d. sind.

Der Korrelationskoeffizient
Y (X = X)(Yi-Y) Cov(X,Y)

\/ZX X)32/Y (v -7 — VVar(X) Var(Y)

hingt nicht mehr von puy, 2, 02, 05, sondern nur mehr von n ab.

= Corr(X,Y)

Wie sieht die Verteilung von p = cos 3 aus?

Dazu fiihren wir die Cotangenstransformation

sin 8 = /1 — cos? 3
G

cos 3

cos 3 B p

\/1—00325_ 1—p?

cot 3 = cot(arccos p) =

durch.

THEOREM 3.2
Falls X; und Y; unabhéngig sind, so gilt:

vn — 2% ~ t(n — 2) — Verteilung
-p
oder
p

(n—2)1_p

5 ~ F(1,n —2) — Verteilung

Daraus entwickeln wir den F-Test auf Unabhéngigkeit der beiden Stichproben

F-TEST auf Unabhéngigkeit

Voraussetzung:  Xi,..., X, ~ N(us,0%) i.i.d.
Y1, Y N(uy, 0%) i.id.

Testgrofe: T= (n — )—L ~ F(l,n—2)

Hypothesen: Hy: X, Y, unabhanglg, H, : X;, Y; abhingig
Hy ablehnen, falls T' > F} ,,_1.1-q

9



Wir testen also, ob der Regressionskoeffizient b signifikant von 0 verschieden ist oder
nicht.
Hy:0=0 Hy:b#0

Unsere TestgroBe ist:

2
T:\/n—2L~t(n—2) oder T? = (n—2) P 5~ F(l,n—2)

V1= p? L—p

Hy wird abgelehnt, falls T' > ¢, 5, _a oder T? > Fln21-a-

Eine andere Methode stiitzt sich direkt auf die Verteilung des Regressionskoeffizienten.
Sie dient auch gleichzeitig dazu, ein Konfidenzintervall fiir b anzugeben.

Regressionskoeffizient b

: 2 _ 2 1
Varianz Sp = s Z(Xz Xy
TestgroBe b gbbo ~t(n—2)
Kritischer Wert aweisAeitig: Co = tha -8 einseitig: ¢, = th—21-qa
Konfidenz-1. I=1[b—s th-21-9;b+ s tn,m,%]

Interzept a

oo 2

Varianz 52 = 57 —
ny (X;-X)
TestgroBe %1 ~t(n—2)

Kritischer Wert zweiseitig: ¢, = lp—2,1-2 einseitig: ¢, = t—21-qa

Konfidenz-1. I= [a — s, th-2,1-2; a+ Sq tn,m,%]

Ein dquivalenter zweiseitiger Test fiir den Interzept gegen 0 ist folgender
Hy:a=0 Hy:a#0

Mit der F-verteilten Testgrofle

aZ
T=n—~F(1,n-2)

Sa

der sich direkt aus obigem zweiseitigen Test ableitet.
H, wird abgelehnt, falls 7" > F} ,,_9.1_, ist.

BEISPIEL 3.4 (DUNGEMITTEL)
Zusammenhang zwischen Diingemitteleinsatz X und Ertrag Y

10



X; Y; X;i— X Y, - Y

0.2 8.1 0 0.1
4.7 7.6 —-0.5 —0.4
6.2 8.4 1.0 0.4
3.9 7.7 -1.3 -0.3
6.0 8.2 0.8 0.2

X =52|Y =80 | Var(X) = 0.895 | Var(Y) = 0.115

S(X; — X)?2 =358 (Y, - Y)?=0.46
N(Xi—X)Yi—Y)=(040.2+0.4+0.39 4+ 0.16) = 1.15 = Cov(X,Y) = 0.2875

1.15 ) 0.2875
___L15  _ (go61 _ — 0.80307
P = /358046 P = /08950115

_ 115 _ 0.2875 _ _ _

Die Regressionsgleichung lautet daher

~

Y =6.3296 + 0.3212 - X

X, | Y| Y |ea=Yi-Y,
521811 8.0 0.10
47176 | 7.83 —0.2394
6.2 8.4 |8.32 0.07877
3.97.7|7.58 0.1176
6.0]8.2]826| —0.05698

Die Summe der Residuen Y; — }A/Z muss gleich 0 sein, Rundungsungenauigkeiten kénnen
aber auftreten.

Die Varianz der Residuen ist s? = %Z(Y; —Y;)? = 0.0153.
Wir testen, ob b =0 (d. h., Hy: b=0, Hy: b#0)

p 0.896
T=vVn—2—t— =32 =346 < t3099 = 4.5404,
1 — p2 m 3;0.99

daher kann Hj nicht abgelehnt werden, d. h., b ist nicht signifikant von 0 verschieden, es
ist daher anzunehmen, dass X; und Y; unabhéngig sind.

Wir testen nun, oba =0 (d. h., Hy: a=0, Hy: a #0)

6.3296)>
T = 5% — 13064, 294 > F} 50,90 = 34.116,
daher wird Hy abgelehnt. a ist hochsignifikant von 0 verschieden. ]

11



A B € D [ E [ F [ G [ H [ I g

L1 X Y
L2 ] 5.2 g1

3 4.7 7B H H
] i e Line Fit Plot

B 39 77
(6 | B0 52 8,5

7
5] > 8,01 :
E SUMMARY OUTPUT o

0 7,5 : P ;

" Regression Statistics :
| 12 [Multiple R 0896143195 0,0 2,0 4.0 6,0 8,0
13 |R Square 0,80307 2626 B
| 14 |Adjusted R Square | 0,737430168 e Y X Variable 1

156 |Standard Error 0173768613 =
| 16 |Dhserations 5 —=— Predicted Y
| 17 |

18 [ANOWVA

18 of 55 MS F Significance F
| 20 |Regression 1 0,369413408 0369413408 1223404255 00395450978

21 |Residual 3 0,090586592 0030195531

22 |Total 4 046

25

24 Coefficients | Standard Eror t Stat F-value Lower 96% Upper 85%  Lower 99.0%  Upper 09,0%
| 26 |Intercept 5,329608939  0,453847231 1308183395 0000964726 4 789789662 7869426215 3503530937  9,15565694
26 |X Wariable 1 032122005 0,091833565 3407710622 0,033545578 002895429 051350351 -0215191868 0,8576549958
27
| 26 |
| 29 |
| 30 |RESIDUAL OUTPUT

3

32 Observation Predicted ¥ Residuals Standard Residuals

EE 1 8 0.1 0564504666
| 34 | 2 7839385475 -0,239385475 -1,59072765
|35 | 3 B.32122905 0,07877095 0523436636
| 36 | 4 7582402235 0117557765 0751442635

a7 5 0.25698324  -0,056598324 0,37865629

38

Abb. 4: Spreadsheet: Lineare Einfachregression

3.1.2 Prognoseintervalle

Wie wir Konfidenzintervalle fiir die Regressionsparameter angeben koénnen, so kénnen
wir auch Konfidenz- und Prognoseintervalle fiir die Prognosen angeben.

Prognoseintervall fiir Y|:

(Xo — X)?

> (X - X)?

(2
~ ~

I = [Yo—sy tn—2,1-2; Y0 + sy tn—?,l—%]

sy = s2(1+2+4

)

Konfidenzintervall fiir F(Y}):

Xo—X)2
shy = G+ Skx)
I = [Yo—spytno1-2;Yo+ Spy tho1-2]

Wir sehen leicht, dass das Prognoseintervall fiir Y, grofler ist, als das das Konfidenzinter-
vall fir E(Yp).

Simultanes Konfidenzintervall das zugleich an allen Stellen X, den Erwartungswert
E(Y|Xo) von Y mit der Wahrscheinlichkeit 1 — « iiberdeckt.

1 (X — Xp)?

Yo£ 282 Fon21-0 (- + =< —3)
SRS Ve

12
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Abb. 5: Konfidenz- und Prognoseintervalle bei der Regression.

3.1.3 Regression durch einen gegebenen Punkt

Oft ist es notwendig, dass die Regressionsgerade durch einen bestimmten Punkt (X, Yy)
verlauft (oft ist dies der Ursprung). Wir wissen, dass die Regressionsgerade immer durch
den Schwerpunkt (X,Y) verlduft, wir brauchen daher in den Regressionsgleichungen nur
die Koordinaten der Mittelwerte durch die des Fixpunktes (Xo, Yy) zu ersetzen, um das
Gewlinschte zu erhalten.

Wir haben daher

Y (Y= Yp) (X = X) - -
b= und a =Yy — bX,.

D (Xi = Xo)?

3.1.4 Residualanalyse

Wir miissen iiberpriifen, ob unsere Annahme, dass die Residuen N (0, 0?)-verteilt sind,
auch stimmt — auf ihr basieren alle Tests der Parameter. Dazu bedienen wir uns standar-
disierter Tests.

Oft geniigt auch schon ein sogenannter Indezplot der Residuen — die Residuen e; = Y — Y;
werden gegen ihren Index i geplottet — um zu sehen, ob die Residuen nicht normalverteilt
sind, sondern dass es gewisse Regelméfigkeiten gibt. Dies lédsst auf einen anderen als einen

13



linearen Zusammenhang schliefen. Oft hilft dann eine entsprechende Transformation der
Daten.

Weiters hilft der Indexplot, Ausreifler zu eliminieren. Wenn wir die standardisierten Re-

siduen d; = % verwenden, so konnen etwa Punkte mit |d;| > 3 als Ausreifler eliminiert
. . € .

werden, sie liegen ,,zu weit von der Geraden weg®.

14



3.2 Mehrfachregression

Dieser Abschnitt wurde bereits ausfiihrlich in der Mathematik 1 (Abschnitt Regression)
behandelt und kann somit als bekannt vorausgesetzt werden. Er wird hier nur nochmals
wiedergegeben, um ein vollsténdiges Skriptum zu liefern.

Seien n Datenséitze (y(i),mgi), . ,x,(j)), i =1,...,n, gegeben, mit &k < n, wobei die ers-

te Koordinate y® jeweils von den restlichen Eintrdgen, den sogenannten unabhéingigen

Variablen, xgi), e ,ZL‘](;) abhéngt.

(i

Es soll eine lineare Approximation in xj) gefunden werden, sodass y erklirt werden

kann, d. h., ' , ,
g =Byt Bl 4ot By, Vi=1.m,

und gleichzeitig der Fehler der Approximation (Abstand von den tatséchlichen Werten)
minimiert wird, d. h.

n

Z[y(i) — (Bo+ Bzt + -+ B! — min .

i=1

Das ist der sogenannte kleinste Quadrate Schitzer oder die Gauss-Approximation der
Daten.

Wir suchen also eine Losung des {iberbestimmten Gleichungssystems
XB—y wd [ XB-yl? — min

mit den Bezeichnungen

1 1
LRy () (s
1 cee 3 2
1M g DB y™
Y
XB—-y
X3
,X-Raum*

15



Da (X3 — y) normal auf alle Vektoren Xz im , X-Raum* steht, gilt
(Xz, (XB-y)) = (X2)'(XB—y) =0
und da (X z)! = 2" X", gilt auch
(Z'X)(XB—y) =2 (X'XB - X'y) =0.
Da dies fiir alle z gilt, muss der zweite Faktor gleich null sein, es gilt also
(X'X)B = X'y
bzw.

B=(X'X)"'X'y.

BEMERKUNG 3.6
Wir wollten X3 = y 16sen. Mit obigen Ausfithrungen gilt nun:
XB=X(X'X)"'X'y oder X'Xp=X'X(X'X)"'X'y=X'y
und somit gilt auch
X2 = (X(X'X)'XHX = X(X'X) (X' X) = X.

Wir sagen: y wird auf X3 projiziert, mittels der Projektion X (X*X )X

DEFINITION 3.2
Eine Projektion P erfiillt P? = P und damit auch P* = P, n > 0.

Falls kein Designfehler (Messdaten) vorliegt, ist die (k + 1) x (k + 1)-Matrix (X'X)
invertierbar, sodass dieses Regressionsproblem l6sbar ist.

BEMERKUNG 3.7
Das Verfahren heifit lineare Regression, weil die Koeffizienten 3; Konstante sind und y® =

Bo + ﬂlxgi) + 4 6;@1:,(5) eine Linearkombination von Funktionen 1 und x;, nicht jedoch
die Funktionen linear sind. Im Folgenden werden wir sehen, dass statt der Funktionen x;
beliebige Funktionen genommen werden kénnen.

3.2.1 Moore-Penrose-Inverse oder Pseudoinverse

Wie 16sen wir das System

(X'X)B = X'y?
Existiert die Inverse von X*X, so ist das kein allzu groies Problem:

B=(X'X)"X"y.

Da (X'X) ' X'y das System X3 = y im obigen Sinn (Gauss Approximation) 16st, heifit
die Matrix (X*X)~1X* die Pseudoinverse zu X und wird mit X bezeichnet.
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Die Pseudoinverse DT einer Diagonalmatrix D:

d

EYS

dp,

Bei allgemeineren m x n-Matrizen A wird die Pseudoinverse iiber die sogenannte Sin-
guldrwertzerlegung (siehe spéater) berechnet.

DEFINITION 3.3
Sei A eine m x n-Matrix und ihre Singuldrwertzerlegung

A=UDV".
Dann ist die Pseudoinverse oder Moore-Penrose Inverse AT gegeben durch
AT =VDtU",

wobei die Pseudoinverse Dt der Diagonalmatrix D wie oben gebildet wird.

Zur Berechnung der Singularwertzerlegung siehe spéter.

Die Pseudoinverse A" erfiillt folgende Identititen
AATA = A, ATAAT = AT, (AAT) = AAT, (ATA)Y = ATA.

Ist die Matrix A invertierbar, so gilt AT = A~%.

3.2.2 Regression beziiglich beliebiger Basisfunktionen

Es gebe wie oben einen funktionalen Zusammenhang

y=f(w1,...,20) = Bogo(®1, .., Tn) + -+ Brgr(@1, .-, T0)
wobei die g; bekannte Funktionen sind, und die Koeffizienten [3; wie oben konstant sind.

Wir wollen die Funktion f(x) = f(z1,...,2,) durch die bekannten Funktionen g¢;(x)
approzimieren. Durch Messung kennen wir die Funktionswerte von ) = f(x) an den

Stellen () = (azgi), . ,xff)), t=1,...,n. Mit den Bezeichnungen
go(x®) g (xM) o gp(xM) Bo Yy
N N P
go(a:(”)) 91(513(”)) . gk(w(n)) By y(”)



analog zu oben, erhalten wir das Regressionsproblem
XB=y und X8 — yl|/* — min .
Falls die Losung existiert, ist sie wiederum gegeben durch
(X'X)B=X'y bzw. B=(X'X)'X'y.

BEISPIEL 3.5
Sei f(x1,22) = Bo + 121 + Poa + B323 + Laxh + Bsx120,
50 ist go(x) = 1, g1(x) = 71, ga(x) = @2, g3(x) = 77, ga(x) = 23 und g5(x) = 2122.

BEISPIEL 3.6
Sei f(xq,22) = By + frx1 + faxe und

T 5 3 5 3
To 0.5 05 0.3 0.3

und damit
5 1.5 15 05
0
3.5 1 3 05
p= gl Y=1 62 X=115 03
2 3.2 1 3 0.3
Es folgt somit
7
B=(X'X)"'X"y = B=| 025
11

18



3.3 Singularwertzerlegung

Gewisse quadratische Matrizen (symmetrische und normale) lassen sich auf Diagonalform
bringen. Die Singuldrwertzerlegung (SVD-singular value decomposition) ist eine entspre-
chende Darstellung fiir allgemeine m x n Matrizen:

A = U D vt

mXn mXxXm mXn nXxXn

mit orthogonalen Matrizen U und V' und

D S O R
0 X 0 :
D= Ak :
0
0 0

wobei [A1] > |Ag| >+ > | Mgl
Berechnet wird diese Darstellung durch Umformen von
A=UDV"

mittels
A'A = (UDVHUDV') = VDU'UDV' = VD'DV*,
wobei D'D eine Diagonalmatrix mit folgender Form ist:
A

/\2
t . 2
D'D = A2

und da A'A symmetrisch und V' orthogonal ist, gilt weiters
D'D =V (ATA)V .

V kann somit aus den Eigenvektoren von A?A gebildet werden, die A\? sind die zugehérigen
Eigenwerte «; von A'A und somit \; = \/ay;.

Analog zu V erhalten wir U, da gilt
AA" = (UDVH(UDVY' =UDV'VDU' = U(DD")U",

d. h., U wird aus den Eigenvektoren von AA! zusammengesetzt.
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Aufgaben zur Regressionsanalyse

3.1 Im Rahmen einer Studie soll der Zusammenhang zwischen diastolischem Blutdruck X
(mmHg) und Herzgewicht Y (g) von 10 an Gehirnblutung verstorbenen Ménnern ge-
schétzt werden.

X 1121 120 95 123 140 112 92 100 102 91
Y [ 521 465 352 455 490 388 301 395 375 418

Berechne die Regressionsgleichung und das Bestimmtheitsmaf!
Stelle die Daten graphisch dar und zeichne die geschétzte Regressionsgerade ! <

3.2 In der Grazer Universitits-Frauenklinik wurden die Gréfle X und der Kopfumfang Y
neugeborener Knaben gemessen.

X |51 47 52 48 52 52 50 48 54 50
Y [34 35 36 34 37 36 35 33 38 34

Berechne die Regressionsgleichung !

Teste, ob b signifikant von 0 verschieden ist !

Berechne das Bestimmtheitsmaf!

Berechne ein 95 % Konfidenzintervall fiir Yy, wenn Xy = 49!
Berechne ein 95 % Konfidenzintervall fiir £(Y}), wenn X, = 49!

Vergleiche d und e!

3.3 Nachstehende Tabelle enthilt die Belastbarkeit eines Materials in Abhéngigkeit seines
Alters in Jahren:

Belastbarkeit y | 120 110 130 140 150 110
Alter x| 12 8 3 2 1 12

Schéitze die Regressionsgleichung ¢ = a + bx'!
Gib ein 95 % Konfidenzintervall fiir den Regressionskoeffizienten b an !

Priife, ob der Stichprobenregressionskoeffizient b statistisch gegen Null gesichert
ist (o =0.05) !

Gib ein 95% Konfidenzintervall fiir den Erwartungswert der Belastbarkeit bei
einem Alter von 10 Jahren!

Berechne den Korrelationskoeffizienten und das Bestimmtheitsmaf !
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3.4  Gegeben ist eine Stichprobe folgender Wertepaare:

x| b5 24 48 129 94 78 149 112 129 121 98 3.1
y | 31.5 152 31.6 76.8 57.7 433 835 70.2 70.1 685 52.7 293

a)  Berechne die lineare Regressionsfunktion !
b)  Berechne ein 95 % Konfidenzintervall fiir die Steigung der Regressionsgeraden !

c) Uberpriife, ob die Abweichungen von der Regressionsgeraden normalverteilt sind !

3.5 Gegeben sind folgende, an freiwilligen Versuchspersonen gemessene Daten

Armlénge | 58 | 62 | 55 | 67 | 51
Beinlédnge | 88 | 91 | 84 | 90 | 81

a) Berechne fiir die Armlénge 60 die zugehorige geschitzte Beinlédnge g0 !

b)  Umgekehrte Regression: Berechne die zur Beinldnge ygo (wie berechnet) gehorige
Armlénge! Warum ist diese nicht gleich 60 ?

c)  Zeichne beide Regressionsgleichungen aus (a) und (b) in ein gemeinsames Schau-
bild !

3.6 Die folgende Tabelle zeigt, wie die Stiickkosten eines bestimmten Produktes von der
Menge abhéngen:

Menge (x) 1 2 6 9 12
Stiickkosten (y) | 120 90 75 45 30

a) Bestimme die lineare Regressionsgleichung ¢y = a + bx !

b)  Wie dndern sich @ und b, wenn séamtliche x-Werte um 20 % erhoht und sémtliche
y-Werte um 5 % vermindert werden ?

c) Bestimme fiir die Regressionsgleichung y = ca? zunichst die Normalengleichun-
gen und wende diese dann auf die obigen Daten an!

21



3.7 Es sei x; die Anzahl der in Gebrauch befindlichen Autos (in Millionen), =, die Anzahl
der in Gebrauch befindlichen Lastwagen (in Millionen) und y der Benzinverbrauch in
Millionen Barrel. Wir méchten die Regression von y auf z; und zo ermitteln, d.h.,

y=a+ bz + boxsy

Ty | T2 Y
36 | 81 990
40 | 8| 1140
44 | 9] 1230
47 1 9] 1320
50 | 10 | 1370

a) Schétze a, by, by !
b)  Schitze o !

c)  Schétze Var(b;) und Var(by) !

3.8 Gegeben sind folgende Werte:

x| 0 1 2 3 4
y | 130 145 150 165 170

Berechne:

a) Bestimmtheitsmaf,
b)  Konfidenzintervall fiir die Regressionskoeffizienten der Grundgesamtheit !

c)  Teste in a) mit Hilfe eines t-Tests die Hypothese, dass in der Grundgesamtheit
kein Zusammenhang zwischen den Variablen x und y besteht !

3.9 In einer sehr kleinen Stichprobe (n = 17) korrelieren zwei quantitative Variablen mit
r = 0.61. Kann der Koeffizient durch Zufall entstanden sein (o = 0.05) ? <

3.10 In einer Stichprobe von n = 259 korrelieren zwei Variable mit » = 0.58. Gib ein 95 %
Konfidenzintervall fiir p an! <
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3.11  Gegeben ist folgende Datenreihe:

x s 10 11 14 15 17 19 20
y [ 110 150 144 180 210 220 250 265

a)  Bestimme § = a + bx !

b)  Priife, ob der Stichprobenregressionskoeffizient b gegen 0 gesichert ist (o = 0.01) !

N

3.12 X ... Produktmenge Y ... Gesamtkosten

X | 49 25 60 30 58 65 55 20 40 35 30 45
Y | 214 112 265 142 250 275 240 104 175 165 128 205

Bestimme:

~

a) Y =a+0bX,
b)  das Bestimmtheitsmaf,

c)  ein 99 % Konfidenzintervall fiir die durchschnittlichen Gesamtkosten mit einer
Produktionsmenge von X, = 52 Stiick,

d)  ein 95 % Prognoseintervall fiir die Gesamtkosten mit einer Produktionsmenge
o = 70 Stiick!

3.13  Bei der Messung von Hamoglobingehalt im Blut (X) und mittlerer Oberfliche der Ery-
throzyten (Y') bei 12 Personen ergaben sich folgende Daten:

Person Héamoglobin-  mittl. Oberflache
gehalt (X)  d. Erythrozyten (Y)
Frauen 1 13.1 85.2
2 12.9 92.4
3 13.7 924
4 14.5 90.8
5 14.1 97.5
6 12.7 88.6
Ménner 7 16.5 103.1
8 15.7 106.3
9 17.0 99.8
10 14.9 101.4
11 15.8 98.8
12 17.5 103.4
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a)  Berechne die Korrelation fiir alle Daten !
b)  Berechne die Korrelation fiir Ménner und Frauen getrennt !

c)  Stelle die Daten grafisch dar!
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